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MÉMOIRE
SUR

L'INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS

AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES.

Par M. LE Gendre.

(
I.

)

De l'Equation de la moindre Surface.

ON fait, d'après M. de la Grange, que la furface la Lu le r."'

moindre entre des limites données, a pour équation Septembre

différentielle
'7^7-

(^ + îV 4^ - ^Mp H- (^-^f) ^ = c,

en faifant, pour abréger, —T--:=zp, -j- := ^, M. Monge

a tenté d'intégrer cette équation dans les Mémoires de i'Aca--

demie de 1784; mais l'intégrale qu'il a donnée (^^j-^ i^ç)
n'étant pas à l'abri de toute obje(n;ion, attendu que les fignes

d'intégration qui s'y trouvent, j'étendent fur des différen-

tielles à plufieurs variables non aflujetties à la condition d'in-

tégrabilité, les difficultés qu'on a faites à ce géomètre, l'ont

engagé à traiter de nouveau la même équation. Ses nou-

velles recherches l'ont conduit à la vraie intégrale , qu'il a

bien voulu me communiquer avec le procédé qu'il avoit

fuivi; mais ce procédé tenant à quelques principes métaphy-

fiques dont les géomètres ne conviennent pas encore
, j'ai

été curieux de chercher la même intégrale par les voies ordr-^

naires, & j'y ai été engagé par M. Monge lui-même. On verra

que j'y fuis parvenu fort fimplement par un changement
de variables qui peut être utile dans d'autres occalions, &
que j'appliquerai enfuite à des équations plus générales.

Le problème dont il s'agit maintenant, fe réduit à dtter-
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miner p 8c <j en fonélions de x Se y. de manière qutf

pJx +- <7^y, & —-r- ^1 — foîent toutes deux

des différentieiles exades. Soit, pour abréger, i -+- p^

—t- q' in: u, & il eft clair que les quantités x^^ H- ydq

Sa yd (— ) — xd (— ) feront auffi des différentielles

complettes. Confidérons x ^ y comme des fondions de

p Si. q , &. faifons

X(/p -H ydq = du,

ce qui donnera x z=z —y— , y '=. -t~ » ^" développant

yd (^) — xd (±-), on a

Kl-^r-qly-^pqx^ "^ — [(l -\- p") ^ ^pqy\-^^.

laquelle doit être une différentielle exaéle , & donne par

conféquent cette équation, en fubftituant les valeurs de a- Se;',

équation qui a beaucoup d'analogie avec la propofée, mais

dont la forme eft plus fimple , en ce qu'elle contient les

variables p 8c q , a.u lieu de leurs différences partielles du

premier ordre.

Lorfque la valeur de « fera connue , il eft clair qu'on

aura celles de x, y, i, exprimées en p & q; favoir,

da> d(ii

* ^^ ~if' y ^^ "77'

Z^=^ px -^ qy — (ù.

On peut auffi trouver direélement les équations en x,y, i,

à l'aide de ces valeurs & de l'équation (A' ). On aura de

cette manière

du dx , r), ,

^1 -J^ -^ ^P If — ''"•' (^ ^'
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& on trouve une équation entièrement femblable pour y
& pour 1, ce qui elt aflez remarquable.

Procédons maintenant à la réfolution àts équations i^A'

)

8c (B'), ou feulement de l'une des deux. 11 faut d'abord

déterminer \es quantités comprifes fous les fondions arbi-

traires; ces quantités que je nomme a 8c h , font, comme
l'on fait, les deux confiantes que fournira l'intcgi-ale de la

double équation

(\ -H q'-) dp'- 2pqcîpAq -V- (l -\- p'") dp'^ z=z O . . (C].

Entr'autres manières d'intégrer cette équation
, je choifis

celle-ci. Soit p ziz: aq -\- A, a 8c A étant des confiantes,

l'équation fe réduit à

I -H a' H- A'' =! o;

d'où il fuit que a reliera arbitraire , & qu'on aura

A=z-zï=. V(— I —a');
doiïc les deux intégrales de l'équation (C) feront

p =. aq -ir Vf I a'J,

p =: bq — V(— I —h"-)'
les deux confiantes arbitraires a 8à. b font les deux racines

de l'équation

(ï -H- q^) a'— zpqa -J- i -\- p'' = o,

de forte qu'on aura

ri ^i ^ -\-
p^

b=z-^i:i-r.. abzzz
l -+- q I -t- ^

On peut fimplifier maintenant les équations (A') & (B^)

en -regardant a> 8c x comme fondions de a 8c b. Pour la

facilité des fubftitutions , on pourra laiffer A z \a. place de

V(— I — rtV, & 5 à la place de V(— i — b'J,

i'équation (A') deviendra *

{*) Lorfqu'on confidère une quantité a comme fonflion de^&<7, enfurte

cette même quantité comme fon<flion dt a Sub, ou réeiproquement , il ne

faut pas confondre avec i — . c elt une erreur qn il leroiî
dpda d a df »

&cile de commettre dans les fubftitutions indiquéfs.
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,

.
,

dJa A da> B du>

f ^— ^/ -IZûT T ' ~Jr -^ 'J ' -dT — °'

& l'équation (B')
ddx

lûlb
—^'

Celle-ci a pour intégrale

X =. (p'.a H— ^•.b,

<p &C ^ étant deux fondions arbitraires. Et puifque les

équations en^&jfont abfolument femblables à l'équation

en X , on auroit auffi

y z=. (p\:a -\- ^ i -.h,

(^I,(p2,4'i»4'^> étant de nouvelles fonélions arbitrairesi

Mais il n'eft pas néceflîiire d'introduire un ii grand nombre
de fonélions, & les deux qui entrent dans la valeur de x
luffifent pour déterminer les autres.

En effet, on a d'abord a- ou -y- z=. <p:a -1-4':^/

donc dcù =. dp .(p:a -t- dp^:b. Cette valeur fuppofe q
confiant; & à caufe dep— tja ^zz A , p — qb zz: — B,

on a dans cette hypothèfe

dp^z (q -\- A') da,

dp - (q- B') db,

où l'on voit que A' 8l B' font mis pour —— & -jr-'

J'aurai donc ,

da =z fq -t- A'J daÇ'.a -K {q B'J db^:b.

X la place de tp & ^ , je prends ^' & .^j/' qui feroient

à l'ordinaire —7— & —rri ce qui donnera
da db '

X z=z (p' -.a -f- \' '-h;

8c en intégrant la valeur de d a

,
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a =: q (<p ->t- -II) —Al?' + B ^^'

-h fA(^"cla—fB\"dh ^-K-.q,

j'ajoute une fonélion arbitraire de q , piiifcjLie q a été fiip-

polé confiant dans la valeur de da.

Maintenant y z:z —— , & en fuppofant^ confiant, on a

da — a db — ^
,

dq q -k- A dq q — h

_y
rzr (^ -H 4' '^ 'P' — ^ V ""1~ '^' '•

mais nous favons que y doit être de la forme

Ç i : a -+- .\, i : h ;

donc 'k' ne contient point q. On peut fuppofer -tt z=r o ,

& l'on aura

y z=i Ç) — a <p' -^ ^ — b ^/

a — q((p-^ \) —A<f>' -4- B.\,' -^ f Aç" da —JB\"db;
de-là réfuite p x -f- q y — a> , ou

l
= fA <p" da -[-fB 4." db:

ainfi en partant des deux fonélions arbitraires (^ & ^f' , les

trois coordonnées x , y,Z ^^ ^^ furface cherchée, ont pour
valeurs

.V = (p' -H -1'

y =^ <p — a <p' -+- -vj/ — ^ \''

Z = —/^ ?)" da -H /^ 4." J^

Telle eft l'intégrale de l'équation de la moindre furface que
M. Monge avoit trouvée par fa méthode , &dont la décou-

verte lui appartient. Il efl aifé de faire difparoître entière-

ment les lignesy^ dans ces expreffions; car en intégrant par

parties , on a

fA<p"da z=z A<p' A'<p -\- fA"(pda;

faifant donc/y4" tp ^a =: *, & de mêmefB" J^.db— ^^
Mém. iy8j, Rr
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Jes valeurs deA,-,^, j, s'exprimeront ainfi par les nouvelles

fondions arbitraires ^a , "^b:

X z=z A^ ^" — 3 A a ¥ -Jr- B^ -if" — -^ B b <\r'

y =. — A^a^'-i-fza — ijA¥—B^b-^"-{-('2b— i;^-^'

Z = — A"^ ¥' -+- 2A" ^i¥ — ^ H- 5-^ ^" — zB'b ^' -+- •«?•,

valeurs où on a laifTé ^4 Se 5 à la pince de Vf — i — fi'J

8c v'(— I — b'). Mais on voit que les premières for-

mules feront fouvent plus fimples , malgré les lignes d'inté-

gration qui y reftent.

Voici deux applications de ces formules.

1.° Soit q,'— -^ & 4.' = -I-; foit auffi^^ -{-izizf'

& c une confiante arbitraire, on aura l'équation de la furface

X X
. 2 r

c'efl celle du folide produit par la révolution de la chaînette

,

iurface qui , comme on fait déjà , ell la moindre parmi
celles àes foiides de révolution entre deux limites données.
2° Si on cherche la furface la moindre entre deux lignes

droites données , non fltuées dans le même plan , foit ;/; la

plus courte diftance de ces lignes , A l'angle qu'elles font

entr'elles ; on pourra déterminer à priori la forme des

fonélions ^ Se 4^ > & il en réfliitera pour l'équation de la

furface cherchée , réduite à la forme la plus fimple,

A y
7 zzz X tans. •

(II).

D'une Equation vins générale dont les coéfficiens font

fondions ele p ér q.

. Je me propofe maintenant l'équation

^ -^ -»- ^ ^-^ c -p-=o..fD'J

,
dont les coéfficiens font fondions de —^ Se —— . nuedxilji'^
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j'appelle toujours p 8c ^. Au ]ieu de confidcrer i, p, tj

,

comme des fon(!T:ions de x & j, rien n'empêche de regarder
x,y , 1, comme des foncflioiis de/7& ^/ alors .vj;; H- y d q

,

étant une différentielle exade que j'appelle dm, il efl clair

qu'on aura

d tù d iil

X = -jjr ' y — -TT" > i = p ^ -^ qy ~ c,.

Tout fè réduit donc à déterminer ia fonction a : or on a
H il 7 dp
d x' ' ^^ d x" '

^^^^"^ ^"^ fuppofe ;' confiant, &
par conféquent

d d (a d d b>

d^dp • ''P -^ 77— ^ ^ = ° '

on a en même temps

J d d <» . ddu
, r , r,.d-y = —dy- '^P -I

'j-fJJ- -'h-' rubflituant la

valeur àe d q , tirée de la fuppofition de y confiant , on
aura

.^^jL '

ddu
-;

7 . H du> d ij J n ' ,-

donc —~— ou
d X

d d u

d d l d q'

<i x' d d ùi dd(jt . d d (a .,_

On trouvera de même
d d O)

<i 'i t d p d q

dx djf d d a d d u> . d d a ,,

d p d q

d d lu

dix ii_f

d y* d d ta d A ut d d a .*

dp' '

d~f ( d p d q J •

Rri/
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Subflitiiant ces valeurs dans l'équation à rtfoudre, on aura

cette transformée

j d il (i) ^ d {1 a y-, d d u> / r-'t \— B-—--^C——~=:o....(E')
d g^ d p d fj dp

qui efl; analogue à la propofée , mais qui efl plus fimple

en ce qu'elle ne contient point de différences partielles du

premier ordre.

L'équation de la moindre furface n'eft, comme on voit,

qu'un cas particulier de celle-ci. Voici encore un problème

qui fe rapporte à la même formule.

L'équation de la furfice qui éprouve le moins de réfiflance

dans le fens de l'ordonnée i , ed

dx ' dy '

en faifant

di :=z p dx -\- q dy , ^ u z=. i -(- /)* H- q'

Cette équation étant développée devient

/ I 2) ^ 'il o d d 1

dx' ^ J d X dy

( I H- ;> — iq) -^-^- =o:
elle fe réduit donc à la réfolution de celle - ci

, , ,
,

d d II) „ d d ai

(i-^q — }p'J -i-r -+- ^Pld g'
' r 1 d p d q

, . d d u
_j_ ^ I _4_ ^- —

3 y-; ___ _ o.

Pour avoir les quantités enveloppées fous les fondions

arbitraires , il faut intégrer l'équation

(y + q''
'i
p') dp"— ^pqdpd q -h (i 4-/— 3 q") ^iq' = o;

je la mets fous la forme

(\ -+- q" -¥- p'J (dp'- -f- dq'-) = 4 (p dp -+- q d q)\
& faifant p =. r fin. 9 , q zzz. r cof. ô , elle deviendra

(i -t- ;V (dr" H- r%/6V =^^f dr';
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d'où l'on tire

r '
] -t- r '

II eft facile d'intégrer le fécond membre , en faifant

-Hr'

ce qui donne

H- J9 = ~ _ ^
^^

-t- ^
'

3 i' _ ,
'

& en intégrant

,

a z±i^ = A tang. ^ -+- ^î^ W. ^
^ '^^ ^ ' )

ainfi les deux quantités a , b , enveloppées fous \^i fonc-
tions , feront

A tang. j H- 1 ]/3 Jog.
' ^y ^ ^ _^ g

& ^ tang. j -H 1 /3 jog. \'J^\ 0;

mais la complication de ces quantités laiiïe peu d'efpoir

de trouver la valeur de a en un nombre fini de termes.

(III).
De l'Equation qui ne contietu que les termes dufécond ordre.

Soit
<i J z d d 1 d d 1

& fuppofons qu'on ait une équation quelconque entre r, s, t,

fans aucune autre variable, favoir

r — F (s. t):

voici comment je ramène cette équation à une équation
linéaire de même ordre , qui ne renfermera point de diffé-

rences partielles du premier.

Puifqu'on 3.Jp z=i rdx -^ sdy,^dq z=z. sdx -f- tdy,

il eft clair que xdr -f- yds & xds -\- ydt font des
différentielles exaéles. Confidcrons x &/ comme des fonc-
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lions de J Scr, & faifons xds ~\- ydt :r= d a , on aura

d ù> ^ ai

" ^^ j s • y =^
<i ,

•'

mais Féquation entre r , s Se t donnera

d r ^= A d s -t- B d t

,

A 8c B étant des fondions connues de j & r; ainfi la

quantité xdr —t- y d s deviendra

fAx -h- yj d s -4- B X d t ;

&c puifqu'elle eft une différentielle complette, on aura

d'où l'on tire A —^ -h -^ z=: B —^ , à caufe de
tit dt as

: —— . Subftituant les valeurs àe x Say, on aura
as '

diîù) , ddia „ '^d"B —— =o,
<//

dt'
'

dids ds'

équation linéaire dont les coéfKciens A 8c B font fiinpfe-

ment fondions de t 8c s , fans différences partielles. On
fait intégrer cette équation lorfqu'elle fatisfait à la condi-

tion requife pour que fon intégrale foit exprimable en

un nombre fini de termes.

II efl clair que a étant trouvé , on aura x 8i y par les

équations x =z —-—
, y = —— / on aura enfuite

^ ds ^ dt

^ =zsx -+- ty— o), Si. p =z rx + sy—ffx dr -{- y ds).

quantité qui fera intégrable ; enfin on aura i z=::px H— <j y
f(rxdx -+- sxdy -t- sydx H- tydy) =: px -f- ^y

— sxy -^ •+- f ( -— ^^ "*" ^yds

— dt), quantité qui fera pareillement intégrable.

La théorie des équations linéaires étant la plus impor--

tante dans le calcul intégral aux différences partielles, je
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faifirai cette occufion de prcfenter ici quelques réfultats

généraux fur ce genre d'équations. Ils font le fruit d'un

calcul adez pénible, mais dont je crois devoir fupprimcr

les détails à caufe de leur longueur.

(IV).

De l'Equation linéaire du fécond ordre à trois variables.

•y étant la variable principale , fonflion inconnue des

deux autres x Si. y, ']Q me propofe l'équation

—r- -i[~a~— \-b-—- -+- c— \-J--~-+- gv zzz o,
dx dxdj dji dx •' dy '-'

dont les coéfficiens ne contiennent que .v & j, & qui n'a

point de dernier terme fans «y. Ce dernier terme ne com-
pliqueroit pas beaucoup le calcul; mais il eft fi ailé de le

taire difparoître par la valeur la plus particulière de v

,

que j'ai cru pouvoir le fupprimer.

M. de la Place a déjà conddéré cette équation dans les

Mémoires de l'Académie (année, lyy^) , & il a donné
inie méthode fort fimple pour parvenir à l'intégrale par

différentes transformations , fi toutefois cette intégrale efl;

poflible en un nombre fini de termes , ce qui exige une
équation de condition.

Mais la méthode de M. de la Place fuppofe qu'on

fafle difparoître deux des trois premiers termes de i'équa-

tion, ce qui peut être ejTibarraffant dans piufieurs cas: voici

un procédé qui n'ell point fujet à cet inconvénient , & qui

mène au mcme but.

Soient y; & P les deux racines de l'équation

ip^ ap H— h ^ o,

ces quantités font très - remarquables , en ce qu'elles font'

connoître la nature des fonctions arbitraires. En effet, li on
intègre les équations dy pdx •=. o, dy — Pdx rr: o,

& que les intégrales loient 9 = conft. © ^r: conft. Jes

fondions arbitraires feront ®:6&: X : ©.
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Les valeurs de p Si. P feront connoître celles de // , Q
& fji, par les équations

(zp—.a)q—^~\- (a—p) -g- -t- (cp—f).

Q = c — ^,

alors v' étant une nouvelle variable, l'équation propofée

équivaudra à ces deux-ci

,

dx i^ dy i

d-o' ^ dv' ^^ ,

dx d^

il eft facile de s'en afTurer en éliminant ^''.

Si ^t = o, il efl; clair que l'équation eft intégrée, puif-

qu'elle ell ramenée au premier ordre; mais fi /a n'eft pas

zéro, on procédera à une nouvelle transformée. On prendra

M & f par les valeurs

(P — P) ^^= -77 -^ P^ - ^ — P-77'

i du p dfA.

fi dx 1^ <iy

Se on fera

q' =z q — V — M.
Q' = Q-+-M.

dn' r,dq' „, , dQ dQ ..
(.' =^-^-J--i-P^-i-Mq'-j^-p^-'MQ;

on aura les deux nouvelles équations

f v" = v" }
d V' d'il'

"7

J
P-Jy +-!7

dy

qui tiendront lieu de la transformée en v' , laquelle ferpi't

du même degré que ia propofée. Si //.' eft zéro , la queftipii

eft ramenée au premier ordre , fmon on continuera les

transformations
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transformations; & en confervant luujours p, P,M qui

font invariables dans les différentes transformées , on fera

,
I du,' p dfA.'

/A.' d X fi! dy

q" =. q' V' M
^

q: ^zq -\- M

8c on aura les nouvelles transformées

-Tir -^ P -TT -^ ^ "^ = ^

<l X dy ^-

On procédera ainfi jufqu'à ce qu'on trouve un terme ju.

qui foit nul, dans la fuite j«, i/!, \i!' , &c. l'équation /* — o,

fera l'équation de condition
, pour que l'intégrale de la

propofée, confidérée par rapport à la fonélion arbitraire <p : 9

,

(oit compofée d'un nonure fini de termes. 11 fera facile

de remonter enfuite à la valeur complette de 1;.

En effet , foit , par exemple ,;<.'" rrr o , à caufe de

(2
' '= Q -h i M, on aura l'équation du premier ordre

-T7--^ P —17- -^ .( Q--^ l ^ )-" =0.
tiC étant connu , pour intégrer l'équation

''''"-
-H ,"• -v"' - --

y^x p -77- -^- ^ 'V = V

on obfervera que q"' = q -+- jM— y — / — /', &
qu'en faifant v'" z^ (/.fx.' /j." y", cette équation devient

d X ' , d y '•' J ' /K/u'm"

La valeur complette de v" renferme la fonélion arbitraire

^ (®) ; celle de v'" renferme en outre l'autre fonélion ^ G;

Mém. lySy. Sf
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on remonte enfuite à la valeur de v par les équations

(."'v" = -^ -+- P -^ -h fQ — zMJv'"d
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Les quantités Q, Q' ,

Q"
, &c. ne changent donc pas

non plus que y, y'
, y", &c. mais il faut principalement

faire attention aux quantités fi, [^' ,fji", &c. Et on voit qu'une

de ces quantités s'évanouira toujours , fi on a ;/ zzr z±i—j:
'

ce qui donne ni =. —7^^,— » ^ ^^^"t "" entier. En

effet, on fait d'ailleurs que l'intégrale de l'équation pro-
pofée eil; poffible en termes finis , dans les mêmes cas que
l'équation de Riccati.

(
V.

)

J9<f rEquation linéaire dufécond ordre , à quatre variables.

Soit I équation

dx dxdy Jxdr d v' *dxdj> dxdi dy ^J dydi
ddv , d-v . dit , dii

^ê-d—-^h-^-^^'JJ-^l^-T^ -^l'v.

dont les coéfficiens font fondions de x,y, ^ feuls , &: qui
n'a point de dernier terme fans v.

11 y a d'abord une condition néceflaire pour que l'inté-

grale de cette équation foit compofée d'un nombre fini de
termes , par rapport à l'une des fonélions arbitraires; il faut
qu'on ait

Cal>—2fJ'=^{a'— ^cJ{6' — ,i.gJ fA"J,
G«, ce qui revient au même, il faut que le polynôme

x"- -f- axy -t- 6xz -+- cf -^ fyi h- g ^-

formé avec les coéffîciens des termes du fécond ordre, foit

décompofable en deux faéteurs rationnels

X -^ py -^ q Z

X ^ Py ^ Q^;
propriété très- remarquable, &: qui a lieu d'une manière
analogue dans les équations de tous les ordres , avec un
nombre quelconque de variables.

Sfi/
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Soit, pour abréger,

a izr 2JD • -H /«,

l =. 2q -f- n;

on aura m

g z=: q' -h y«.

AÎTifi les cinq coéfficiens a, h, c,f, g, feront donnés par

les quatre quantités;?, <], m, ti , & i'équation de condition

(A") fera remplie d'elie-incme. De plus, on aura

P z=: p -H- ni,

Q = q -\- fi.

li importe d'abord d'examiner quelles quantités entrent

fous ies fondions arbitraires. Or fi l'on combine les deux,

équations

Jy —• p^x znz. o,

d^ qJx =. o,

fie qu'on en tire ies deux intégrales G =: conft. 6
' rr= conff..

i'une des fondions fera (ç{^, 6'/ De même, fi des deux

équations

dy — Pdx = 0, .

dl Qdx = o,

on tire les deux intégrales © = conft. ©' =2 confi. l'autre

fondion arbitraire fera >{/ (O, ©'/

La pofTibilité de repréfenter ainfi les fondions arbitraires,

tient à l'équation de condition (A"); en forte que fi cette

équation n'a pas lieu , le calcul fe refufe à repréfenter les

fondions arbitraires par des fondions de deux variables.

Il s'agit de favoir maintenant quels font les cas où la

•valeur de <v confidérée par rapport à l'une des fondions

arbitraires (p, contiendra un nombre fini de termes , &
fera de la forme
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Sec.

Or le genre d'équations dont il s'agit préfente un cas trè.--
étendu

,
où quatre équations de condition fuffifent pour

que l'intégrale foit compofée d'un nombre indéfini de
termes; en voici les Tymptômes.

Si on conferve les dénominations précédentes, Se qu'on
détermine de nouveau r, R, ,^, par les quatre équations

nr=:^ ^ p 11. n '^1
l , i

R~h — r

<ir n dr ^ dr
^^--TT-^P-^-^Q.^-^ Rr— Î,

ce qui donne cette féconde équation de condition

,

l'équation propofée fera équivalente à ces deux-ci

,

'^T
.

d-v d'y

dv' „ d-u' ^ </^'

Si donc /^ étoit zéro
, ce qui feroit une froifième équation

de condition
, l'équation feroit ramenée au premier ordre

& par conféquent intégrée ; alors v' ne contiendroit point
la iontiion<p

, & -z/ la contiendroit dans un feul terme.
Si /4 n'eft pas zéro , il efl aifé de voir que l'équation
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en «y' fera du même degré que la propoiée, Si qu'elle pourra

être traitée de la même manière, d'autant plus que les

termes afîèflés des différences du fécond ordre auront les

mêmes coéfficiens. Mais fans développer cette équation en

'v', on peut continuer ainfi les transformations. Soit ,
pour

abréger

,

— « -r- ,

dl
dq.

dl

on trouvera que l'équation de condition (B") appliquée

à la transformée en v', donne M z=z N , ou

dm dm dm dp n dp

mdx ^ nuly ' >"d^ dy m d-^

du dn dn m dcj d(] / /^n )

nouvelle équation de condition qui heureufement ne con-

tient que des quantités invariables, & qui par conféquent,

une fois remplie , aura toujours lieu dans les transformées

fucceflîves.

Nous avons donc jufqu'à préfent trois équations de

condition (A" ), (B" ), (C"), au moyen defquelles, faifant

Mr'

MR

r'

R'
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on peut continuer les transformées auffi loin qu'on voudra:
ainli faifunt

r" = / -^- M v'

R" = R' ~ M
h = /^' H -. 1- P—. \- Q —, M r")d X dy </ j r

'^^' •^^' '"<' ,^r„t
Tx P —y 1 -TT -+-^^ 'S

l'équation en n}" fera équivalente à ces deux-ci

Suppofons donc que dans la fuite yJ , fx.' , jx" , Sec. il y
ait un terme fjiCO qui s'évanouifle ; ix.('^ irz o fera la qua-
trième équation de condition néceflaire pour obtenir par
cette méthode l'intégrale complette.

Soit, par exemple, i*!" ^ o ; on commencera par

intégrer l'équation

d'v'^ _, d-v'" „ dv'^
. ,0 1.^ .

-dr--^p-dr -^^ -^r -^ (J^ — zM) v'v= o,

& la valeur de v'^ fera de la forme y4 4 f0,Q'J. On
intégrera enfuite l'équatiort

'f'"'" 'l-^'" ''^"' / 1,^ , n ,«^ ///

-TT- -^P-dr~ ^1—Tr+(''+^ M-^y'-,"-v"')v"'='v'^

quk en faifant

fe réduit à cette forme

il en réfultera dans la valeur de 'v'" une nouvelle fondion

arbitraire <p ^B , S'y* , & à l'aide des équations
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il ne faudra plus que des différenciations pour parvenir à

la valeur complette de 1/.

Je remarquerai en général que fi on a ^ =: o, &
qu'on détermine T par l'équation

j T d T
^

qu'enfuite on fafle

d T d T rr(^)—

;

-4- « : = 1
d y

m

m
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un nombre fini de termes ^ffeélés de lu fonaion & de ies
diftereiices, celle de v' ou de

d . -^ P —jy- H- f f,

T''^",'^!'.^.
"" '^""^ ^^ "^°'"^: ^•"' "S^ <^e qui e/l bien

ellentiel,
1 équation en ^' fera du même ordre que la propolée.Nous avons fuivi la même marche dans \,, équations àquatre var.ahies de l'article preTent. Il a été faille dob-temr le premier point. & de faire en forte que la valeurde -i/ ou de *

-^r p

contînt toujours un terme de moins que lapropofée. Pourobtenu- le fécond point, c'en-à-dire, pour que l'cquation
en ^ fut du même ordre que la propofce, il a fallu de plu"
latisfan-e a 1 équation de condition fB"J, équation qui
paroiflou devoir fe renouveler à chaque tranJformatioV
& multiplier aind les conditions, à mefure que le nombre
des termes augmenteroit dans la valeur' de 'v. Mais il s'efttrouve heureufement qu'en latisfaifant deux fois à cette
condition, par les équations ^5V& ^C'V . on y fatisfaifoit
toujours. & qu'i n'y avoit par conféquent que quatre
conditions a remplir pour que l'intégrale eût un nombremdehni de termes.

Les autres cas qui reftent à confidérer font bien plus
compliques, en ce que les transformées fucceffives ne font
plus du même ordre que la propofée. Alors on n'a guèred autre méthode pour parvenir aux intégrales, que celle
des coefficiens indéterminés

; méthode très - laborieufe
malgré es artifices de calcul par lefquels on peut la fiml
pliher. Voici les refultats qu'elle m'a fournis.

Les quantités fous les fondions fe déterminent d'abordcomme dans le cas précédent, & on tombe de même fur
équation de condition fA"J qui paroît elTentiellemen

nece^aire dans tous les cas. On fuivra donc les mêmesMem, lySj. Tt
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dénominations que dans le commencement de cet article;

faifant enfuite

R — h— r,

f*.
= -j--\- P-r--^Q-j--i- Rr /,

dx dy di_

l'équation propofée fera équivalente à ces deux-ci,

^v d'\} d'\)

-T- -t- P -^ -f- <2 -T- -^ Rv' =IJ^V -{- u(r - s —:
dx dy ^ dx_

' ' dj

mais le terme n (r— s) —— qui ne s'évanouit pas main^

tenant, empêche que l'équation en v' ne foit du même
ordre que ia propofée , quoique v' contienne un terme

de moins que nj.

Maintenant les valeurs de M èc N étant prifes comme
ci-delFus , fi la valeur de a» confidérée par rapport à la

fonflion arbitraire (p, contient nécefTairement cette fonflion

& les coéfficiens de fes différences fucceffives jufqu'à l'ordre

e incluiîvement, elle fatisfera à l'équation de condition

r—s — e(N— M) (D"),

& le nombre total des conditions, y compris les équations

(A") & (D"), fera <r -h- 3. Quant à la forme la plus

iimple fous laquelle on peut mettre la valeur de "V , lup-

pofous qu'on a déterminé T par l'équation

& la valeur de v fera

,

he z:z i, -y z= m — 1- ri
— h- a J,

dy dl
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C , ddT ddT . AdT
"

Il «= 2, v= « -—r- -Ha/»// -— -t- « -7--

dT p dT ^H-a-7--+- S- \-yT
dj' di '

P , d^T . ^T r d^T . d^T

a.

dy' ^ dyd^^^ i"'" djdi'^^ d-C

ddT p ddT ddT
Z yd^ dydi ^ >- di'

&c.

de forte qu'on pourra achever le calcul dans tous les cas,

par un moindre nombre de coefficiens indéterminés.

Le cas général que nous avens examine, ne le rapporte

à aucun de ceux-ci , puifque r s Si. N — Aï étaftt

nuls l'un & l'autre, la quantité [.~',. refte indéterminée.

V I.

Des Equations du fécond ordre à cinq variables.

Nous ne dirons qu'un mot des équations du fécond

ordre à cinq variables. D'abord les coefficiens des difFé-

rentieiies du fécond ordre donnent un polynôme de dix

termes, lequel doit fe décorapofer en deux fadeurs rationnels

X -\- fiy -+- qi -^ rt,

X -+- Py + Qz + Rt,

d'où rcfultent trois équations de condition néceiîaires dans

tous les cas. Si on combine les trois équations

dy — pdx z=i G,

dz — qdx z=z o,

dt rdx zr o,

& qu'on en tire trois intégrales, 9 rr: conO:. 9' = conft.

6" := coiiil. l'une des fondions arbitraires fera fondion

Ttij
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de 9, 9', 9"; l'autre fe trouvera pareillement par l'intc-

gration des trois équations

dy Pdx zzz o,

d^ — Qdx z::: o,

dt Rdx = o.

La thcorie de ces équations préfente un cas très- étendu,

oij , mojénnant huit équations de condition, on peut trou-

ver l'intégrale completie avec un nombre indéfini de termes.

Ce cas efl analogue à celui qui fuppofe quatre conditions

dans les équations à quatre variables, c'ell pourquoi nous

nous contentons de l'indiquer ; les autres équations qui

pourroient être intégrables dans le même ordre, fiippofent

un li grand nombre de conditions, qu'il paroît inutile de

s'en occuper.

V I I.

D'une Equation particulière du troijïème ordre à trois

variables.

On ne peut traiter en général les équations du troifième

ordre , malgré la reftriélion que nous mettons dans leurs

coéfficiens, de même que nous avons traité celles du fécond;

la raifon en efl que li la valeur de 'v contient un nombre
fini de termes par rapport à l'une des fonélions , on peut

bien determmer f ai q , aQ manière que — ^ P ~]~~

-+ qv on v' contienne un terme de moins que v ; mais

l'équation en ii' n'ell plus en général du même degré que

la propofée, difficulté qui nous a déjà arrêtés dans les équa-

tions du fécond ordre à plus de trois variables. L'équation

en v' fe trouveroit du troifième, & même on auroit deux

équations de cet ordre, entre lefquelles on pourroit choifir

feulement , car il ne faudroit pas chercher à les combiner
entr'elles pour abailfer leur degré, cette combinaifon mè-
Jieroit à une équation identique. 11 ne refte donc guère
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dans les équations au-delTus du fécond ordre , que la mé-
thode vsgue des coéfficiens indéterminés; cependant voici

un cas allez étendu
,
qui fe laiiîè réfoudre avec une feule

équation de condition.

Suppofons que les différences, par rapport à l'une des

variables , ne paflent pas le premier ordre & qu'on ait

——, 1- a -^ b — ^ cnj
(/i* dx dx

/d' -u d d-u j d v
î cr —u^ h — — o •

dx'dj> ^^ Ô J^Jji ^^ j^ •-' V-

alors , des trois fondions arbitraires qui doivent entrer

dans la valeur At; v , deux feront fondions de ^ feule, &
ii la valeur de 1/ ccnfidérée par rapport à l'une de ces

fondions eft terminée, voici comment on y parviendra.

Soit

d "U

dx
-+- pv z^ v' ;

on aura

ddm' ,, d d -xj „ dv ,- d -v' »-. ,

J x^ d X dy d X dy

en prenant les coéfficiens de la manière iuivante

B — a — p
C = S — fp

D -zzi h — ap -\- pp —

/

f- =:

d

ddp . dJp
. o ^ >'

. n "^ P

d x"-
' dxdj,

dp



334 MÉMOIRES DE l'Académie Royale
d'intégrer complètement cette équation , Si une feule valeur

particulière de p luffit.

Des deux équations

H— p v = v'

ddv' r d dv' -, d v' j^ d v' r\ r

-1-' ^ f -7-, ^- ^ —j «- ^ —j 1- Dv'-i^if'
d X ' d X d y d X d y

on déduira cette transformée en v'

d^ v' f
dJv' If d 1)'

f f

i V
' d X

b' -^ h- C' V
d x' d x' d

r d^ -v' , ddv' ,, d -v'

f —• -f- te -\- h =: o :J dx^dy ^^ * dxdy ^^ dy

où l'on voit que le coefficient /n'a pas change, comme
appartenant aux termes du troifième ordre qui déterminent

la nature des fondions arbitraires. Les autres coéfiiciens

font

,

B -{- p —
l^d X

S' =C^^L-^f (P- -^)
, =D^-^ ^B (p- ^)
1/ = -4^ -^ c (p

ij-)
d X ' •« /J. d X '

c' = -—— -\- D (p — —-— ; — \i..

d X ' '
fi d X '

Si dans la transformée en v' on fait de même ,

— -^ p' nj' =1 V ,
d X '

on aura d'abord une équation de la forme

'''""
,~ dd-v" r,, d z<" ,~^ dm" _.. „ ,

TT^-t- f -r-j H- B' —. h C —. \-D'ni -fi'v;«» •'dxdy d X d y

puis en éliminant i;' , on aura une féconde transformée

en v" , de la même forme que la propofée , Se ainfi de

fuite, fans que le calcul ©fii-e aucune condition à remplir-
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Suppofons maintenant que dans la fuite ix, {jJ ,

p." , Scc«

il y ait un terme /it qui s'évanouifTe , l'équation ,u. :=; o,

fera la condition requife pour que l'intégrale de la propofée

ait un nombre fini de termes par rapport a l'une des fonc-

tions de y qu'elle doit contenir. Il lera facile enfuite de

trouver la valeur de i» développée luivant cette fonction

& ïes différentes.

Par exemp'e , fi on a ijl"m o , l'équation qui détermine
1/'" ne fera que du fécond ordre , lavoir

,

J X dy d X

c'efl- à-dire que des trois fonélions arbitraires que doit g-

contenir la valeur complète de v , l'une qui eH fonction

de y feule , ne fe rencontre point dans v" . Ainfi en ne
confidérant que cette foniflion , on a i/"' z:=z o / enfuite la

valeur de v" le trouvera par l'équation

'^'''"
it II

-TT- + P' -v = o,

elle renfermera par conféquent la fondion de y dont il s'agit.

On déterminera enfuite i^'& t; par la fimple différentia-

tion au moyen dea équations

, ,
ddv"

f.
dd-v" _,, d -v" j~, d -v" T^» Il

ti'v'^z —— \-f~— H B' — H C ——- -f- Uv"d X ' d r. dy d x d y

ddii' f ddv' -^ d v' j-, d 1)' t-, ,

lt.'uz=. ——- H-/—— 1- B — 1- c . 4- D v';
d X •' dx ,ly d X d y

'

d'où il fuit que la valeur de v co tiendra trois termes

,

'& fera de la forme

v =: M (p + N <p' -H P f.
Si on vouloit avoir la valeur complette de -y , il faudroît

intégrer complettement l'équatioa du fécond ordre qui

détermine 'o'",

(VIII),

D'une E^jtiût'ion h trois variables d'un ordre indéfini.

On peut intégrer générale ment toute équation de la forme
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;

d'v d'i)

3
^j'

dx'dy -^ dx'dy dy
H— Sic.

a, h, c, f, &c. étant des conftantes , & T une fondioii

quelconque de ;^ & ^.

En eftèt, il feroit facile de l'abaifler généralement à nu
ordre inférieur, en lui confervant la même forme; mais

^ la méthode la plus fimple , c'eft de la ramener aux diffé-

rences ordinaires. Soit —^ zrr 9 , y =: tt , & confidérons
y ^

maintenant v comme une foncflion de 9 & cr; l'équation

propofée deviendra .

dir d7T •' dyr' ' '

où il e(t clair qu'on ne doit plus confidérer que la varia-

bilité de cr , &; que les confiantes en nombre égal au

degré de l'équation , feront autant de fondions arbitraires.

de 9 ou de .

L'équation fA"'J eft connue des géomètres , & on /ait l'in-

tégrer en général ; mais il femble qu'on n'a pas penfé à lui

donner une forme encore plus fimple en faifant — -zn du;

dv
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la loi des coéfficiens étant la même que dans les produits,

x,x (x- i), X (x — i) (x — x),x (x— \) (x — :2.) (x — 3 ^ , Sec.

ainfi la transformée fera

Tz=zav-^U —-j- H €>
. 4-/' —

—

h &c.du rf il •' dut'

& aura (es coéfficiens conftans, ce qui efl; le dernier degré

de fimplicité.

(IX.)

Des Equations non linéaires du premier ordre,

M. de la Grange a confidéré ces équations fous un point

de vue fort ingénieux dans les Mémoires de Berlin , années

. lyysi & tyy4.. Nous fuivrons ici les traces de cet iiluftre

géomètre, & nous tâcherons de généralifer quelques-uns de

ies réfultats.

Faifant à l'ordinaire

''î „ Sir
^T- -

une équation quelconque du premier ordre eft une rela-

tion entre les cinq variables p , (j , x , y , 1; d'où l'on peut

déduire q , par exemple , en fonélion des quatre autres

,

& pofer

J^ = Adp-{-Bdx -4- Cdy -h D d i.

Confidérons les trois variables x, /, 2» comme indépen-

dantes entr'elles , & p comme une fonélion inconnue de

ces trois variables ; on aura

dq = (B ^ A-^'~)dx + (C-^A-^ldy

-^(D-^A
^^ )di;

alors l'équation d 1 — p d x q dy = o, n'eft plus

identique ; elle doit feulement être intégrable par le moyeu
d'un faéleur , & fatisfaire à l'équation de condition

Mém. lySy, U u
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j ij dp

, „ "^ 1 ^ '^ y

d X d y ^ d i
' d i

qui devient , en faifant les fiibftitutions

,

dy '^ i dl

L'équation non linéaire du premier ordre eft ainfi ramenée

à une équation linéaire du même ordre où il y a une

variable de plus.

11 n'eft pas nécefîàire de réfoudre complettement l'équa-

tion (a') , il fuffit d'en tirer une valeur de /) qui renferme

une conllante arbitraire a. En effet, cette valeur de p, fubf-

tituée dans l'équation ^/^ — V^^ ~ l^ï -— o> rendra

cette équation intégrable. Je fuppofe que l'intégrale foit

V :^ b , b étant la nouvelle confiante arbitraire , cette

intégrale feroit encore vraie, en fuppofant rt variable, fi

on prenoit

b z= <(> (a),^ -4t- — ^' ("^

'

il n'y a donc qu'à chaffer a ', ou imaginer qu'il foit chafle

des deux équations

8c on aura l'intégrale de l'équation propofée , intégrale

complette, puifqu'elle renferme la fondion arbitraire <p.

Sans recourir à l'équation fa'J , on auroit pareillement

l'intégrale complette de l'équation propofée , fi on avoit

une valeur de 1 qui renfermât deux confiantes arbitraires

a &L b; car il en feroit de cette valeur comme de l'équation

V rz b dont nous venons de parler ; on la ditférentieroit

en faifant tout varier , & on auroit

Jl ^zpdx +- ^dy 4- M(la -l- Ndb;

donc, pour que la fuppofition Ae a &. b variables fitisfafîe

à l'équation, comme celle de d & Zi conltans, il faut fuppofer

b z= ^ [(i),

M + N<p'(^) = o.
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Se combiner ces équations avec k relation donnée entre

^'/'Z' 'î- ^ : on peut concevoir que a Se 6 en foient éli-

minés, & qu'on ait ainfi l'intégrale complette avec la fonélion
arbitraire (p.

En général
,
foit ime équation aux différences partielles

du premier ordre, entre une fonélion inconnue Z, Se tant
de variables qu'on voudra, x, y, z, u. Sic. fi on connoît
une valeur particulière de Z qui renferme autant de conf-
iantes arbitraires a, b, c, e, &c. qu'il y a de variables
X, y , i, u, &c. il fera facile d'en déduire l'intégrale com-
plette; car en faifant tout varier, on aura

dZ^=i pJx-+- (jdy-\- rdi-\- s du -f &c.

-1- Mda -f- Ndb + Pdc -^ QJe-+- &c.

Suppofons que a foit une fondion quelconque des autres
conltantes arbitraires l>, c, e, &c, en lorte qu'on ait

(1 =: ç fb, c, e, &.C.J;

pour faire difparoître la partie Mda -i- Ndb-+- &c. il

faudra fuppofer

G = A^ 4- m4^,
a 6

o ==, P -+- M^ .de

&c.

Ces équations font en même nombre que les confiantes
b,c,e,S!i.c.û nous y joignons la valeur de Z dans laquelle
on mettra (^ à la place de a, nous pourrons concevoir
que b, c, e. &c. foient éliminées, &: qu'il refle ainfi l'in-

tégrale complette avec la fondion arbitraire <p dans toute
fa généralité.

II pourra arriver dans des cas particuliers
, que la valeur

de Z, quoique renfermant le nombre de confiantes exigé,

U u ij
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ne foit cependant pas aiïèz générale pour faire parvenir

à l'intégrale complette ; alors on trouveroit quekpes rela-

tions entre les coéfficiens—- , —— , &c. qui diminueroient

le nombre des quantités h, c, e, &c. fur lefquelles s'étend

la fonflion q). Mais ce ne feroit point un défaut de la

méthode que nous venons de développer, elle feroit tou-

jours parvenir à l'intégrale la plus générale qu'il eft poffibie

de déduire de l'intégrale particulière fuppofée. Un exemple

cclaircira cette idée: fuppofons que l'intégrale complette

foit Z rr: (p (xy, — , x -\- uy),

fi on partoit de cette valeur particulière

TLzzz axy -{- bx^'y'' H h e, quoiqu'il y eût quatre
xy

confiantes , on n'en pourroit tirer que cette valeur plus

générale ,
Z z=z <p (xy).

Si on prenoit Z. zz axy -\ 1— c y i H— e , on n'en

pourroit déduire que cette intégrale

Z =: <p(xy, \ ),

plus générale que la précédente , mais encore incompfette.

Revenons à la réfolution de l'équation (a' ). D'après la

théorie de M. de la Grange fur les équations linéaires, on

fait que l'équation ^d' y) fera réfolue complettement fi on

intègre les équations aux différences ordinaires,

dx -ir Ady =. o
]

di^r-(pA — q)dy — o \ (l'Y
dp — ( B -\-pD)dyz= o )

En effet , fi les intégrales déduites de la combinaifon de cei

trois équations, font

et r= conft.

Ç, nr conft,

y =. conft.
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l'intégrale de l'équation (a' ) fera généralement

ot = <p(Ç,,y),

Ç étant une fonélion quelconque de C & de y.
On voit donc que la rérdution des équations aux diffé-

rences partielles non linéaires du premier ordre, e(l ramenée
à celle de trois équations aux différences ordinaires entre
quatre variables p, x, y, i; d'ailleurs il n'efl pas néceffaire
d'avoir les trois intégrales complettes auxquelles ces équa-
tions doivent conduire; il fuffit d'en avoir une feule,
fuivant ce que nous avons démontré.
Donc dans tous les cas oiî la combinaifon des équations

(b' ) mènera à une équation intégrable, on aura la folu-
tion complette de l'équation aux différences partielles pro-
pofée. Nous connoîtrons donc les cas d'intégrabilité \çs
plus fimples des équations dont il s'agit, fi nous cherchons
en général quelles font les valeurs de ^, pour que les
équations (b' ) donnent ou une équation entre deux va-
riables

, ou deux équations entre trois. Il y auroit natu-
rellement fix cas de la première efpèce & quatre de la
féconde; mais en omettant ceux qui rentreroient dans les
équations linéaires, il reliera trois cas de la première
efpèce & trois de la féconde

, que nous allons confjdérer
fucceffivement.

Premier cas d'imégrabiliié.

Suppofons que l'équation

dp — (B ^- pD) dy — G
eft intégrable d'elle-même, il faudra que B -^ pD foit
une fondion de /7 & / feuls ; nommant ç cette fonaion

.

on aura

^1
, '^1 / 1

~I7 -^P-J7^^^(P'yJ'
équation linéaire d'où l'on tire

^= x<p(p,y)-^^(^_px^p^yj^
•\> défignant une fonâion quelconque des trois quantités
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Z
— px,p,y. Si donc la valeur de <j el\ comprife dans

cette forme générale , on intégrera l'équation aux diffé-

rences ordinaires,

^p — (p fly =: G /

d'où l'on tirera une valeur de p avec une confiante arbi-

traire , & de-là l'intégrale complette de l'équation aux

différences partielles propofée.

Deuxième Cas.

Suppofons qu'en éliminant dy de la première & de la

troifième des équations ( l>'), on ait cette équation intégrable

Adp -\- (B -\- pD) dx z=z. o,

il faudra que —"^^— foit une fonélion àe p S^ x feuls,

ce qui donnera
d q d q dq , ,

-d7-^PT^=^-d7^(ï'^'^'
d'où l'on tire

q ~ \(l fpdx, ^,y),

G étant une nouvelle fondion de^ 5c .v prife arbitrairement,

jp dx efl; prife en fuppofant 9 confiante ; & 4 ou «7 défigne

une fonélion quelconque des trois quantités 1 -^fpdx, Q,y.

Lorfque la quantité q aura cette forme, on fera 9 r=: a,

ce qui donnera la valeur de^ avec une confiante arbitraire.

On peut particularifer cette formule Se en déduire une
infinité d'autres en donnant des valeurs à ô. Soit , par

exemple, ë =: px' on xnxa.fpdx =/

—

- = •

^:z— px ; donc

dans ce cas on feroit p z=z -^ , a étant la confiante arbi-

traire , d'où réfulteroit l'intégrale complette.

Pour vérifier la valeur générale de q, il ell néceffaire de

connoître les difierences partielles de la formule intégrale
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Jpdx, prife en fuppofant confiante une foncftion 9 des

deux variables p Se x. Confidérons en générai la formule

A z=:z JTdx , dans laquelle T eft une fonélion de /> & x,

& qu'on a intégrée en fuppofant coudante la quantité 6 qui

efl; pareillement fondion de p Se x. Nous pourrons fup-

pofer A z= ffTt/x -+- iid^J , puis faiiani J^ z=z: aJx
—h- Cdp , nous aurons

A ^i^ f[(T -\- H-^) dx -\~ t^Qjp].

,On peut concevoir que /x eft déterminé de manière que

la quantité fous le figne eft une différentielle complette,

ce qui donnera

dp Tx '

OU fimplement
dT du a dfn

dp dp '~~' d X

alors la valeur de A, telle que nous la venons d'écrire,

ne fuppofe plus ô conftant , & on a par conféquent

dA ' — dA p^n 1 —1— /".*, —-— ^z: //.b.
dx
— r .

j^^

On trouvera que cts valeurs fufïifent, fans chercher à

déterminer /t.

Troijième Cas.

La féconde & la troifième des équations ( h') donnent

(B + pD) di -H (pA — q)dp- o.

Suppofons donc que cette équation efl intégrable , & que
foa intégrale eft 9 m conft. Soit

d^ ^n a-di H— Zdp,

ce qui donnera

d n d q o. / d ti i

on tirera de cette équation la formule
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l'intégrale/ étant prife en fuppofaiit confiant. Prenant

donc pour 9 une fonélion quelconque de ^ 6c 3, on aura

des formules particulières qui préfenteront une infinité de

cas d'intégrabilitc. Dans les cas particuliers on fera 9 ^r: a,

ce qui donnera une valeur de p renfermant une confiante

arbitraire.

Au refle , avec un peu d'attention on voit que ce cas

a une grande analogie avec le précédent, & pourroit même
en être déduit parunefimple permutation. En effet, l'équa-

'i?

tion di zz:: p dx -+- q Ay, donne dx := —'^ — dy;

comparant terme à terme ces deux équations, on trouve

que les deux cas rentrent l'un dans l'autre.

Qiiatrïhne cas.

Confidérons les deux équations

d X -i- A d y r=: o

dp (B-+-pD)dy:=:o;
elles feront intégrables , fi les coéfficiens A Se B -+- p D
font fondions de ;? , x 8c y fans z-

Ainfi F Ik f défignant

des fondions quelconques de p , x 8c y , on aura

-''^ =zF{p,x,y J,dp

d ij d q = !(?>'( >y )'dx ' f di

La première équation donne

q z=. <p (p.x,y) -+-4 (x,y,i );

cette valeur étant fubflituée dans la féconde , on trouve que

—,— -f- V —;— doit fe réduire à une fonélion de
d X ' di

p, x,y feuls, & qu'on a par conféquent
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</ rf 4/ d J ^
dxdi ' r d c

^^ °'

de - là réfulte

mais \ par fa première valeur ne doit pas contenir/?; donc
on a limplement

4f = r (y).

OU

& par conféqueut

q ^:zi ^ ( p, X ,y ) -^ lY (y ).

Telle efl: la valeur que doit avoir q , pour que la folution

de l'équation propolée ne dépende que de deux équations

entre trois variables

d X —t— A d y z^ o ,

dp — ( B -\- p D ) d y = o,

il n'y aura pas plus de difficulté dans ce cas que dans celui

des équations linéaires.

Citiquième cas.

Suppofons que des trois équations (b'), les deux fuivantes,

d z -{- (p A — q) d y z=i o,

dp — (B -^ p D) d y =2 o,

ne renferment que trois variables p , y , Z< ^ foient par

conféquent intégrabies , fans le concours de la troifième

équation ; il faudra qu'on ait

P -¥ir — q — F (F.y.i)dp

-H ? -77- =-' f (P'y> l):

Mém. lySy. X x

d q d q
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(le-ià on tire, par un calcul femblable à celui du cas pré-

cédent ,

q :=.
(f) (p, y. z) -^ p xT (y).

Cette formule fe déduiroit de celle du cas précédent , en
faifant les permutations qu'exige le changement terme à

terme de l'équation

di-^pdx-Jr-ijdy.
en celle - ci

d X z=L d Z -^ ^ y-

Sixicme cas.

La dernière combinaifon qui nous relie à examiner, eft

celle de deux équations entre x,p, i> Tavoir:

(p A — q) d X A d i =z o,

(B-\r-pD)dx-\-Adp = o.

Pour qu'elles foient intégrables fans le fecours d'une troi-

ficme équation , il faut qu'on ait

P -4^ ^ - -IT- ^ (P' ^' ^)dp
d ri

d q

f (?'>•'' l)'d X T ^ ^ i

de là on tire

q =1 T (y) .<p (p, X, i),
formule où l'on pourroit luppofer F y rzr i ; car dans

l'équation d i z:zz p d x H— T . <p d y , à la place de

d y .T (y) ou fimplement F . d y , on peut mettre d y

,

fans rien perdre du côté de la généralité.

Tels font les cas généraux où les équations aux diffé-

rences partielles feront intégrables, foit par le moyen d'une

équation aux différences ordinaires du premier ordre entre

deux variables, foit par le moyen de deux équations entre

trois variables. On peut regarder tous ces cas comme auffi

fimples que l'équation linéaire prife en général.
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Si une équation propofée ne fe rapporte à aucune des

former précédentes , on pourra tenter de l'y ramener par
différentes permutations ou transformations de l'efoèce de
celles que nous avons déjà eu occafion d'indiquer.

Une des plus remarquables confifte à faire

p X -+- ^ y — z = f;

alors on a

J r z=z X d p -H y d <] ,

équation d'où l'on peut tirer de nouvelles formules.

Par exemple , on voit que cette dernière équation feroit

linéaire , fi on avoit

y z= X <p (p. cj, r) -^ \ (P •']•') ;

donc une équation propofée (eroit immédiatement réduite

à une équation linéaire , li on avoit

y=ix<p \p,q.px -^qy Z] -H-4 {p . 1 , P x -\- q y ~ i].
Enfin , fi on veut avoir une formule générale qui

renferme tous les cas , & de laquelle au moins on puilîè

tirer des formules particulières alfez fimpies , non comprifes

dans les précédentes , il fiudra combiner à la fois les trois

équations (b') , ce qui donnera

Jp -^ fjidl-ir-v dx -ir- [{l^p -\- v)A B pD ;Lt
<; ] dyz^ o>

équation toujours intégrable , en donnant aux quantités

arbitraires a & v les valeurs convenables. Suppofons que
l'intégrale foit 9 :^ confl:. 6 étant une fonélion quelconque

de ^, 3, AT, j, Se foit

d S zzz * Jp -\— Ç,Ji —h- y J X -+- e dy ;

on aura

l^——.v=^-^,{li.p-^ v) A B p D f/.qz=i-^.

Cette dernière devient

d^

Pour en tirer une valeur générale de q, foit intégrée l'équation

Xx i)
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dl — pdx =. o.

en fuppofant SScj^» coiiflans, & foit l'intégrale ?<, =z a. Soit

pareillement intégrée l'équation

f/ <7 -f- fxq (Ix H <-/ .V = o ;

en fiippofant 6, A, ^ conflans, & foit l'intégrale

^e^'' N = b;

on aura généralement

^ — e-^' N -+- e-^^ -^ fë, X.y).

Cette formule ayant lien dans un cas particulier , on fera

6 r=z. conft. ce qui donnera la valeur de p avec une conf-

iante arbitraire, &. de-là l'intégrale complette.

Pour faire voir, par un exemple , qu'on peut déduire

mie infinité de cas d'intégrabilité de la formule précédente,

foit 9 r=r , & on trouvera , en exécutant les opéra-

tions indiquées

i -^^Mi -F-i>^^^y\
Si cette forme a lieu , on fera ^^a , & on en

déduira aifément l'intégrale complette.

Addition mi Alcmolre imprimé d/itis le volume précédent,

fur la nuinière de d'ijlinguer les Maxima des Minima,

dans le calcul des variations.

I L y a deux points fur lefquels j'ai peu inliflé dans ce

Mémoire, & qui méritent quelques éclaircillemeiis pour la

folidité des démonflrations. Il s'agit de faire voir i.°que

les quantités auxiliaires nommées «., ê, y, &c. dans les

differens cas qu'on a confidérés
,
peuvent toujours être fup-

pofées réelles , fans quoi la quantité fous le ligne, quoique

réduite à la forme d'un carré, pourroit n'être pas du même
figne que fon coéfîicient. 2." Que les confiantes arbitraires
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qu'on imagine entrer dan-, les valeurs de <l. C,y, Sec.
peuvent être prifes de manière que la partie hors du %né
sevanoui(îe,fansqiie cette condition les rende imaginaires.

J appliquerai mon raifonnement au cas de ïaa. Il, pages
II &. /^; on verra aifément qu'il s'étend à tous les autres.

Première partie. Les équations qui déterminent a, C v
lont de la forme ' '

<P , Af .
0} étant des fondions rationnelles & entières de

«.G. y; cette circonlbnce des fondions entières aide à
démontrer que les quantités <^ , Q , y feront toujours
réelles

,
quelles que foient leurs valeurs pour une abfciire

donnée, cefl-à-dire, quelles que foient les confiantes arbi-
traires

, pourvu qu on [es fuppofe réelles.
En effet difterentiant ces équations , en fuppofant dx

confiante, & faifant les fubftitutions nécelfaires on aura
ddx =z çx dx\ ddZ = 4 I dx\ ddy = a, i d x'

d' ^ = Ç2dx\d^Q =, \^dx\d^ y ^ ^^dx\
^^- &c. S^c.

^
I

. -^ I
, (p 2 , &c. étant pareillement des fondions entières

de a , G , y.

^

Soient ,.' g', y' les valeurs de *, C, y qui répondent
a

1 ablciiie donnée ^ == ^, ces quantités a', C. y' feront
les trois confiantes qu on fuppofe réelles , mais arbitraires.
il on fubflitue ces confiantes à la place de a, C, ^ , dans
les quantité.

<?>, 4. <», <p i
, 4 , , « , , &c. fuppofons que ces

quantités deviennent ^'
, \' , &c. il f.it du théorème de

Taylor que les valeurs de a, C, y, correfpondantes à
lablcille a --k / peu difîerenle de a, feront

^ -^-iV ^ ~ \' X -

y' -t- /• «' _i_ _L_ ^1 . _

^•3
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fuites convergentes , & par conlcqiient exades , fi aucune
des quantités <p' , <p' î,-^', &c. n'eft infinie. Or ces quantités

font des fondions entières des confiantes a.' ,0! ,y' ; elles

ne peuvent donc devenir infinies par des valeurs particulières

& finies de ces confiantes; elles ne pourroient devenir infinies

que par l'influence Aes quantités F, Q, R, S, &c. fondions

de .V feule
,
qui indiqueroient alors quelque limite dans ia

courbe ou quelque irrégularité de courbure , dont nous

devons faire abftradion en confidérant les chofes en générai.

Connoiffant les valeurs de a., Ç,, y, pour l'abfciffe a -\~ i,

on peut s'en fervir comme de nouvelles arbitraires pour
déterminer les valeurs de a, C , y, jufqu'à l'abfcifî'e a -\— 2 /,

ou pour concevoir au moins qu'elles foient déterminées;

car (1 on faiioit réellement ies fubflitutions dans la formule

de Taylor, il y auroit des cas où elle cefîêroit d'être con-

vergente. Donc les auxiliaires a., C, y, peuvent êtrecenfces

réelles pour une abfciffe quelconque ^où l'ordonnée v de

Wue fvdx fera réelle), & renfermer dans leur expreffioii

générale , quelle qu'elle foit , trois confiantes arbitraires

réelles.

Seconde partie. Il faut prouver que la quantité hors du figne

— (a-S^f + zCS'y.^p -h yS^pV
peut être fuppofée zéro, fans qu'il foit à craindre que cette

fuppofition rende imaginaires les confiantes.

Pour faciliter cette démonflration
,
j'obferve que l'inté-

grale fSdx(S^q -V- !J-^p -+- ^^yj^ devant être prife

entre les mêmes limites que l'intégrale /vJ.v, par exemple,

depuis .V r= G jufqu'à x = 6, on peut divifer cet inter-

valle en un certain nombre de parties égales très-petites,

dont chacune foit défignée par ;', & confidérer l'intégrale

entière comme compofée de difîérentes parties

faiJ^y' -+- x^S^y^p -»- y^pT— ^a.J\_y' -H T.Ç.S'y^p -H y^p'J'
-i-fSdx (S-q -^ iaJ^p -i~ ^^S'yJ'
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prifes depuis le commencement jufqu'à la fin d'une des

divilions de i'abfciflè, par exemple, depuis x m: a jufqu'à

X z:= a -t- i.

Or la forme que nous avons donnée ci-deffus aux valeurs

de a., €, y, depuis a: nr: a jufqu'à at =: a -h i . nous fait

voir qu'en étendant auflî peu notre intcgrale, il fera tou-

jours aifé de prendre les confiantes réelles a.', Q'
, y', de

manière que la partie hors du figne foit zéro.

Appliquant le même raifonnement à chacune des divifions

de l'ablcKfe , les confiantes pourront changer de l'une à

l'autre; mais elles feront toujours réelles, les parties hors

du figne auront dilparu , & l'intégrale tota'e qui repréfente

la variation du fécond ordre, aura le même figne que S.

Cette divifion de l'intégrale en petites portions indé-

pendantes les unes des autres , peut être appliquée à la

démonflration de la première partie, & alors \çs difficultés

qu'on pourroit encore élever fur la non -convergence àts

fuites dont on a fait ufage, feroient entièrement réfolues;

car on voit facilement que ces fuites feront toujours conver-

gentes en prenant a.' , C, y' , très-petits. A la vérité les

confiantes a,', Ç.'
,
y' ne feroient plus les mêmes pour les

différentes divifions de l'abfcifTe , mais la propofition n'eu

feroit pas moins établie que fSdxfS't^ —\— i^t-^p —t— ^^^y)^

eft du même figne que S , & que les quantités hors du
figne intégral font nulles.


