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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions convexes. -
Note de M. Szorem MaxoeLerost, transmise par M. Jacques Hadamard.

Jindique dans cette Note une formule générale qui caractérise les
fonctions convexes. Une fonction, définie dans un intervalle I, est dite

convexe si, pour trois valeurs z,, Ty, Ty( @y < 23 < ) de cet mtervalle,
on a
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Nous supposons, pour snnphﬁer que I'intervalle T est la droite entlere et
nous démontrons le théoréme suivant :

TutoriMe. — Toute fonction f(x)de la forme

(1) _ f(m — borne [t — ¢ (2)],

- . — < )

o o(t) estune fonction quelconque, deﬁm'e surla drotte entiére (— <t < w0),
est une fonction convexe. Réciproguement :@ quelle que soit la fonction
convexe f(x), Ul existe une fonction o(t) telle que la relation (1) ait lieu; on
peut, en particulier, poser

(2) | ©{t) = borne [zt — f(z)].

-m<:x:<-oo

A chaque fonction convexe  f(«) correspond donc une autre fonction
convexe, o(Z) qu'on peut appeler la fonction convexe associde & f(x), et
qui est liée 4 celle-ci par la double relation (1) et (2).

Démonstration. — La premiére partie du théoréme est presque évidente.
En effet, soit ¢(¢) une fonction quelconque. On. a, pour les valeurs @,
x,, vy (@, < 2x,<2,) et pour une valeur ¢ fixe quelconque, en posant-
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Pour démontrer la suite il faut prouver que, quelle que soit la fonctlon
convexe f(x), on a _ . ‘
(3) f(2x) = borne 3 xt — borne [tr — f(7)] l

—— L et e

Or on a d’une part, quelle que soit la valeur de ¢,

xt— horne [{T— f(r)|<x£—w.z*z+f(x)~f(m),
—w T W
le premier membre de (3) n’est donc pas inférieur au second membre.
On sait d’autre part qu’en chaque point x, la dérivée & droite f+(a:r)
existe, et I’on peut, évidemment, écrire

(4) borne sxt* borne [tz — f(z )]Uwf (.sc)-—~ horne ["f (a:)—f('r)]
— LI — LT %

Oron a
bome ["f+($)“*f(‘f)]$$f+($)“f(v’ﬂ),

_m-_{:

car d'une part, le premi-er membre de cette égalité & démontrer n’est pas
inférieur au second, et d’autre part, on a '

tfil@) — M) Sz fl(z) — f(2);
quel que soit 7, du fait que

Faeys LEZLE@) gy L 2T,

suivant que = >, ou 7<_ .
L’inégalité (4 ) devient ainsi

(9) bome 355&‘« borne [tr—ef('r)]%}_jxf,;(x)~xf;(:n)~|—f(a:)::f(w),

— o< 0 T<

et notre théoréme est complétement démontré.
Nous croyons ce résultat nouveau, mais les circonstances actuelles ne

nous permeltent pas de nous en assurer.



