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ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Sur les fonctions convexes. - … 
Note de M. Szorem Manpezerost, transmise par M. Jacques Hadamard. 

J'indique dans cette Note une formule générale qui caractérise les 
fonctions convexes. Une fonction, définie dans un intervalle I, est dite 

convexe si, pour trois valeurs æ,, Xgy Æa(d1 C X2 < @1) de cet mtervalle, 
on a 

: 
I 

Ms p e E d (s 

Nous supposons, pour 51mphfier que l’intervalle I est la droite ent1ere et 
nous démontrons le théorème suivant : 

Tréorème. — Toute fonction f (x) de la forme 

(1) | f(…L\ — borne [x — e(t)}, 
? Ç —C> ; 

où o(f) estune fonction quelconque, defiñie surla droite entière (— æ< _ t<æ), 
est une fonction convexe. Réciproquement : quelle que soiùt la fonction 

 convexe f (x), il existe une fonction o(t) telle que la relation (1) ait lieu ; on 
peut, en particulier, poser 

(2) [ o(t)=— borne [xæt — f(æ)|. 
-——m<:x:<_œ 

À chaque fonction convexe -/(æ) correspond donc une autre fonction 
convexe, ©(#) qu’on peut appeler la fonction convexe associée à f(æ), et 
qui est liée à celle-ci par la double relation (1) et (2). 

Démonstration. — La première partie du théorème est presque évidente. 
En effet, soit ({) une fonction quelconque. On. a, pour les valeurs æ,, 

æ,, Æ, (x <C X,<æX;) et pourf une valeur « fixe quelconque, en posant - 
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Ft(æ)= .@t— (P(t)æ: 

            

3 — 49 y Xg — Æ y F (æ)== - F,(æ F,(x-)- 
1(æa) ,— %, c( 1)+æ3__mi e(æ3)5 

d’où ; ‘ 

— L __æ' 

f(æ)= borne F,(æ»)< ; borne I;(aq)+ ! borne F,(æ3)- 
_w<t<m .Œ '——æ1—w<l<m Æ._Œ‘l——œ<t<œ 

d3 — Ls .. 
— æ X3 ). Æ, — F f( 1)+æ__æ J4xs) 

Pour démontrer la suite il faut prouver que, quelle que soit la fonctmn 

convexe /(x), on a ; ; _ 

(3) f(æ)= borne Ê.svt — borne [tr — (T)]l 
—x C1x — «<TCe 

Or on a d'une part, quelle que soit la valeur de ?, 

xt— h0rne [87 — f(?)|<æt—»æt—l—f(.fl:)…f(.fl:), 
—œCT œ 

le premier membre de (3) n’est donc pas inférieur au second membre. 
On sait d'autre part qu’en chaque point æ, la dérivée à droite f+(æ) 

existe, et l’on peut, évidemment, écrire 

  

(4)  borne %xt—— borne [ez — f(7 )]3>wf (a:)——— horne [f'f (Œ)——f('£')] 
— w CIC œ —aCTC % 

Or on a 

hûme ["f+(æ)—*f(ï)]=-æf+(æ)——f(æ), 
._m< 

car d'une part, le premi-er membre de cette égalité à démontrer n’est pas 
inférieur au second, et d’autre part, on a : 

f (æ) — f(a)s æ f (æ) — f(æ), 

quel que soit T, du fait que 

fieoys LI M,- guap L LP), 

suivant que = >æ, ou T< x. 
L'inégalité (4) devient ainsi 

  

(5) bome 355t« borne [tT—Hf(r)]%};æ_f”;(.æ)—.rfé(æ)+f(w)=f(æ), 
— — < E œ % CT % 

et notre théorème est complètement démontré. 
Nous croyons ce résultat nouveau, mais les circonstances actuelles ne 

nous permettent pas de nous en assurer.


