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T - LES FONCTIONS CONVEXES SEMI-CONTINUES INFERIEUREMENT

¥ - Définitions

; .So0it E un espace vectoriel *éeyA_une partie convexe non vide de E. |
Seit f une fonction définie sur A, & valeur dans l'intervalle = 00, + 00 ]
de la droite numérique achevée H? '3 on sait que la notion de convexité se

-} définit pour de telles fonctions tout comme pour les fonctions numériques finies ¢

1 f est dite convexe sur A si, quels que soient a et b dans A et A dans
1oy 1l onans :
W t[Aa+ (1 =2 ] L At(a) + (1 = A) £(b)

Si, en ce cas, on prolonge f 3 1'espace E entier avec la valeur

o+ o0 hors de A , la fonction obtenue est convexe sur E. Grice & cette remarque,

. dans la su1te,_on entendra toujours par fonction convexe une fonction pouvant

‘prendre la valeur + oo et convexe sur l'espace E entier.

g Exemple : Nous appelons fonction indicatrice d'une partie C de E la fonction -

fe > Y c(x) définie par

Ygtx) =

o : ; + oo si. x gic

0 si x&C

On voit alors que l'ensemble C est convexe si et seulement si sa fonction

indicatrice est convexe,

2 - Fonctions csi
On suppose désormais que E est un espace vectoriel topolgglque réel,

localement convexe, separé. Une fonction convexe, sur E entier, a valeurs

dans ] - o0 , + 00 ], Ssemi continue inférieurement sera qualifiée, par

_abréviétion, fonction csi .
La somme de deux fonctions csi est une fonction osi ; de méme le

produit d'une fonction csi par une constante positive. L'enveloppe supérieure
d'une famille quelconque de fonctions csi est csi. : :
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Pour qu'une fonction convexe soit osi, il faut et il suffit que pbur :

tout - k , llensemble (convexe) :
o, = {xeE] £(x) €K}

soit fermé (critdre classique de semi-continuité inférieure).

Il résulte de 1& que la famille des fonétions csi reste la méme si on
remplace la topologie initiale de E par toute autre topologie localement convexe
séparde donnant le méme dual topologique (c'est-i-dire donnant la méme famille de
formes linéaires continues) : on sait en effet gqu'un tel changement de topologie
laisse inchangée la famille des ensembles convexes fermés, On pourrait donc dire
; que la notion de fonction ¢si ne dépgnd pas proprement de la topologle de E ,

mais seulement de sa "duologiel,

Exemple 1 : Pour qufune partie C de E soit convexe fermée, il faut et il suffit
que sa fonction indicatrice qjc soit csi .

Exemple 2 : Une fonction affine (clest-a-dire lindaire non nécessairement homogéne)
: Continue est csi ¢ il en est donc de méme de l'enveloppé supérieure de toute

famille de fonctions affines continues. On énoncera tout-a-l'heure une réciproque.

3 = Minorantes affines continues.

Lemme 1 : Toute fonction csi possdde des minorantes affines continues.

Démonstration : On va supposer que f , fonction ¢si, prend au moins deux

t valeurs finies distinctes ; en effet, si elle ne prend qu'une seule valeur finie e
(et éventuellement la valeur + 00 ) il est trivial de constater que toutes les
fonctions constantes 4.0( constituent des minorantes affines continues.

Soit donc Z, €E et': .

k (f(zo) L+ o

k  tel que ltensemble
C = {z ] f(z) ék}

ne soit pas vide. Cet ensemble est convexe fermé-et 22, ng s comme la topologie

de E est localement convexe séparée, il existe un hyperplan fermé T oqui

sépare zg et C~(strictement) H




Pour simplifier les calculs. supposons faltes une translation dans E:"
telle que Tl” passe par ltorigine (Tf est aloras un sous espace vectoriel fermé
de codimension 1 dans E) et une translation dans iR telle que k = O,
Choislissons o d'ﬂ' “tout z€E se décompose univoquement en

zZmx+Ae avec xETr et }\ém

‘La fonction z s—»A(’/‘_,est une forme linéaire continue sur E ; pour fixer les iddes
supposons e choisi de fagon que >\(zo) »> 0, doncque XN<O0 sur C,
On va montrer qu'on peut choisir a & m de mani?re que la forme

Iinéaire continue
z w3 1{z) = aA(z)

minore f. ‘ P
Déja pour z &Y on a 1{z) = 0 et t(z)> o (puisque T ne rencontre
pas C et que k = 0). Il reste donc & choisir a pour que A ¥ 0 et x e ) T
entrafne

a A £ flx + Ae)
'é'est—é—dire encore pour que l'on ait les deux implications :

'A>O, X ev'ﬁa f(x+ Ae)
‘)\<O, x Q”\T@a >

ce qui équivaut a s
i 1
(3-1) su;%T X £ {x + Xe) L ( inf 3 £{x + Ao)

3 ’ld
‘ ,sxcf(o ' i.;.o

£{x + Aeo)

> >’l

a famille ¢J' des nombres (- £ (x + ?\e)) 75 eontient au moins un élément

fini, 2 savoir x(-—-) f(z ) 3 done inf(E(-{- o0

-La familler 9 des ( i #(x +/\e))x ‘z" contient aussi un élement fini puisque

C n'est pas videjdonc sup (% ~"o 4

Pour montrer l'existence d'un a < M vérifiant (3 - 1) 11 suffit de preuver gue
tout &idment de g est inférieur ou égal 3 tout &lément de ‘5" clest-a~dire que
L thypothdse




'-(3;""2) | )\<Or ‘."L>O’. ' xG’R’ ’ YéTr
entratne ‘ '
(3-3? | 7\1’ (x + Ae) & l“' £ (y +pe)

Effectivement, en vertu de (3 - 2}, on peut trouver (X et ?5 dana
jo, 1 [, avec 0(+§3=1,telsque: :

d?\-@v = 0

En multipliant les deux membres de (3 - 3) par le nombre .‘?\-\-n ~AADO on
| obtient 1'inégalité équivalente :

—Q(f(x+Ke)é%.f(y+s~\.e). | | ' o

Or la convexité de f donne : ‘
X £f(x +Ae) +T3f(y +TL8)>/ f[ A x +fi5y + (0(>\.+/§3r‘-) 6]

soit, au second membre, f(OA x +j\5y) qui est “» 0 puisque oKkx + Py e T
et que T(' ne rencontre pas C. Cela acheve la démonstration. -

LEMME 2, Si f est une fonction csi, quels que scient ‘zoé_E et.

k <1f(zo) 1] existe une fonction affine continue minorant f et prenant la valeur

-k au point Zy *

Démonstration L‘hyp_c_:_thése implique que %k est fini (méme si f(zo) = 400 -

on peut, par translation dans e , se ramener & k = O . On suppose que l'ensemble

convexe fermé :
C = {z €E | f(z).éo}

n'est pas vide, sans quoil la propriété est triviale. Puisque aO¢C , 11 existe
un hyperplan fermé TC séparant z, et C et, comme tout & 1theure, on suppose
faite une translation dans E telle que ‘ST passe par ltorigine. On note C\o,
(contenant zo) et A1 (contenant C) les deux demi~espaces ouverts déte_rminés
par (. ' _
1er cas : Supposons qu'én un point au moins de Ao’ f prenne une valeur finie
(ctest ce qui a lieu, notamment, si f(zo) 4 +00 ). On part comme tout & Itheure
d'une forme linéaire continue 2z ~= A(z) , nulle sur 3 , strictement positive
sur Q o1 Strictement négative sur A et on cherche & choisir a & NE} ‘pour

que la forme linéaire continue 1t

1(z) = a A(z)




|

au point Z e

ﬁinore_ _ f sur l‘espaee entier. Tous les élémoents de la famille

(5' " (m f(z))zc_&

sont > O puisque Ao ne rencontre pas C, doncr inf 3:20. Et, comme f est
fiple quelque part sur A on a inf ':S"—<+ @ . I} est done possiblé de satisfalre

(3 - 1) par un a fini, positif ou nul . Alors

l(zo) = a >\ (20)20
par sulte la fonction &

m(z) = 1{z) - l(zo) £ 1(z)

est une minorante affine continue de f et elle prend bien la valeur O =k

L

2tme cas : Supposens maintenant que £ prenne la valeur + oo en tout point de Aﬂ;

Dtaprés le lemme 1, la fonction f possdde une minorante affine continue, soit

z ~3 miz) ,

51 m(z )2 20 , la fonetion affine, nulle au point z, t
n(z) - m(zo) ém(z) _é.f(z)

ost aussi une minorante affine continue et la construction est terminde,

51 m(z ) €0 on procdde comme suit @ désignant toujours par A(z)
une fonction linéalre continue nulle sur J{ , strictement positive sur A '
strictement négative sur Q1, on peut choisir b & §\ pour que la fonetion affine
continue 3

n(z) = m(z) + b >\(z)

prenne la valeur 0=k au point 2,0 3 savoir

n(z,)

X me gl

>\(zo)
Bone sur Atu(ﬂ- on 8 ¢
n(z) £ mlz) £ 2(z) ,

Sur Ao , la fonetion £ ayant la valeur + oo est également masesmde par n, ce qui

achtve la démonstration,
On peut maintenant établir le résultat fondamentall

2




THEOREME t Une fonction csi est égale & 1'envelopne supérieure de la famille de
ses minorantes affines continues,

En effet, soit f une fonction csi i d'aprés le lemme 1, la famille de
ses minorantes affines continues n'est pas vide : so0it ? ltenveloppe supérieure |
de cette famille ; on a 4videmment £ £ f ., D'autre part, pour tout z, £ E, |
le lemme 2 fournit 1'implication :

k <f(z) = k£ £(z,)
Done

A 4

' A
ce qui laisse f=f

4 - Régqularisée csi d'une fonction

Scit h une fonction quelconque, & valeurs dans ]~ @ y + 0 ], définie .
sur une partie non vide P de E , Si h possdde une famille non vide, c.)\{)(,
 de minorantes affines continues (ce n'est &évidemment pas toujours le cas), l'enveloppe
supérieure f de ces minorantes sera appelée regularlsee esi de h , Clest la
plus grande fonction csi majorde par h! En effet, si g est une fonction
csi majorée par h, cette fonction est l'enveloppe supérieure de la famille c)w
de ses minorantes affines continues } or ces fonctions affines continues sont,
. 8 fortiori, des minorantes de h, c'est-d-dire que JWC(M’ » donc . g (f.
Exemple ¢ La fonction indicatrice \-PQ d'une partie quelconque Q de E (vmré!)
Possede évidemment des minorantes affines continues (par exemple les constantes

négatives) 3 donc \VQ posséde une régularisde csi

cette régularisée est la

-~
fonction indlcaﬁme de l'enveloppe convexe fermée Q de llensemble Q

(rappelons que Q est, par définition, l'intersection des ensembles convexes

‘fermés contenant Q , c'est-i-dire le plus petit ensemble convexe fermé contenant Q)
De fait \P'\ est une fonction esi et, puisque Q & Q yona Yo \-P/‘ .

Il reste & montrer que toute fonction csi, soit g , majorée par H)Q est majorée
par \ya i on considdre pour cela l'ensemble convexe fermé s

&:izé‘.‘-E !g(z)_{-O}
On rémarque que 3 ’
z2€Q = ‘-Vq(z) = 0 =25 g(z) O

. ’r~
done que Q&C et que par suite, C &tant convexe fermé, Q& ¢,




Alors @

si 2z &8 on a \{Ja(z) = O et g(z)éro donc g(z)

£
si =z 8 0 8 A(z) = + o0 donc toujours g(z)<
Q ~ 1 Q

Notons encore ceci 3

Si une fonction quelconque h , définie sur une nartie P de E ,
possdde une régularisde csi, soit 1;\

» cette régularisée prend la valéur + o
hors de l'enveloppe convexe fermée P de P,

En effet k?/l} 72 0 done @

f+%92f

Mais dfautre part L?@ est nul sur P, de sorte que

£ r0p &n B | _f' ;_£ 3

Ainsi la somme f + LPrB est une fonction csi majorée par h ; il en rdsulte

f+lp’p\ £ f
En définlitive :
f+‘P‘B=f

) N
Comme LP!B est égal & + oo sur le complémentaire de P » 11 en est de méme du
second membre f .




IT - DUALITE

% - Définitions ,

Pans toute 1la suite, on va considérer deux espaces vectoriels topologlques
Jsur 1ﬁi y localement convexesséparés sclény F et G, Ces deux espaces sont

mis en dualité topologique par une forme bllindaire (x, ) €& F x G oty X, y>'Q N
nous voulons dire par 13 que : _

-~ les applicetions x ——a &, y>» de F dans CP\ constituent, y parcourant
G , toutes les formes lindaires continues sur Fy

— les applications vy -—4><k,y7> de G dans {R\ constituent, =x parcéurant:'
F, toutes les formes linéaires continues sur @, '

Ces hypoth¥ses impliquent que si deux formes lindaires x —n £x, y{p
et X w5 (x, Yo > sont identiques, on a Yy =Yy (et remargue analogue en
échangeant F et G), Alors, en effet, un demi- -espace fermé de G soit

{yé_G, (x,y)\cx} (od x€F et o € NR)

gontient ¥y si et seulement si il contient Y5 « Donc Yy est contenu dans
1'intersection des demi-espaces fermds contenant Y 3 corme G est localement
convexe séparé, cette intersection se réduit 3 Ey2} d'ob Vi = Yoo _ N
Il serait revenu au méme de poser que la forme bilindaire (x, y) — L%, Y ;_

satisfait aux axiomes DI et D de Bourbaki et que les topologies (1ocalement

Il
convexes sépardes) de F et G sont compatibles avec la dualité que définit cette

forme bilindaire (B?WR?#TE, Espaces vectoriels topologiquesJ chap, IV, §:2, n°3)

D'ailleurs quand on considérera, sur F ou sur G, des fonctions cst,
il sera indifférent de remplacer ces tOpologles par toutes autres topologies
(localement convexes séparées) compatibles avec ladlte dualité (cf. : 2),

F et G joueront des rBles entidrement symétriques.

6 ~ Fonction polaire d'une fonction quelconque
. Soit définie, sur une partie P de F (pour fixer les 1dees), une fonction
h ', & valeurs dans ]~ o, + oo 1+ On_suppose que h n'a pas partout la valeur

t 0 ; soit donec Po la partie {non vide) de P sur laquelle g # + 00

On appellera fonction polaire de h, la fonction y —==> g(y) définie
Sur G par;

g{y) = sup [ <x, y> «h (x)]
€ P

X

= sup [ x, y> ~h (x)]
&P




: o o

g. est l'enveloppe supérieure de la famille des fonctions affines continues _
y " — <x, y)-— h{%) , l'indice x décrivant Po': c'est donc une fonction gsi
sur G. S

, La connaissance de g permet de construire explicitement la famille
des'minorantes_affines continues de h . En effet, toute fonction affine‘confinue

sur F est de la forme :

X -*->-<_X: y> =™ avec y€G et g (1

Dire que cette fonction affine est une minorante de h signifie que;
hix) = {xy ¥y> + ™ >0 pour tout x P

clest-d-dire ¢

Xz sup [ <x, y)> - h(x)] & savoir g(y)

x&P \
Il résulte de 13 qu'tune fonction, définie sur tout ou partie de F, ayant la méme
famille de minorantes affines continues que h donne la méme fonction polaire g .

En particulier la régqularisde csi gg h, si elle existe, a méme fonction polaire

que h . 51 h n'a pas de régularisde csi, c'est que. g ovrend la valeur + oo
en ‘tout point de G. _
Ces remarques faites, nous nous bornerons dans la suite 4 considérer les

fonctions polaires de fonctions csi.

7 - Duale d'une fonction csi. RéciErocité

Solt f une fonction csi, non partout infinie sur F, et sa fonction

bolaire:

it

gly) sup [ {xy y»- #£(x)]

x&F
Comme on vient de le volr, une fonction affine continue sur F
X = Gy vy - (o0 yeG et & €R)

ninore f siet seulement si

= >-gly)

3e1a-exige gly) # + oo 3 comme f possdde certainement des m1norantes affines

Fontinues, on voit que g nta pas partout sur G 1la valeur + oo '
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'DFautre'part f est l'enveloppe supérieure de ses minorantes affines continues,
?onc N : , _ _ _

f( ) = 8U Xy - X
* g?ys) # + £o< v? .
X, gly)
= sup [<x, v> = aly) ]
aly) # +

bu, puisque le crochet vaut - oo si g{y) = + oo

g £(x) =sup [ <x, v» - gly)]

YEG

clest-a~dire que f est la fonction polaire de g. Nous exprimons cette réciprocité
en disant que les deux fonctions csi f et g sont duales l'une de 1'autre,

3 = Dictionnaire de la dualité

On va passer en revue un certain nombre de propriétés usuelles.,
Dans tout ce paragraphe, f, fi’ «». désigneront des fonctions csi non
partout infinies sur F 3 g, CPEREE désigneront leurs duales respectives, qui sont

des fonctions c¢si, non partout infinies sur @ .

F) Ordre
i f, (x) $f2(x) pour tout x&F 11 rdsulte immédiatement de la

définition des fonctions duales que

9;{y) 2 95(y) pour tout yeG

£y

h) Borne inférieure et valeur & 1'origine

g{0) = sup [ - h(x)]: ~ inf h{x)
x€F x€ F '
insi, pour qu'une fonction csi soit bornde inférieurement ; 11 faut et suffit que

Ba duale prenne 4 l'origine une valsur finie.

Q Forme linéaire continue et indicatrice d'un point.
Si f: x =% (x, bp
st une forme lindaire continue sur F on a ¢

gly) = sup <x, y-b>
xG&F

0 si y=0»

il

+ow si yd4£b

'est-3~dire que g est la fonction indicatrice de l'ensemble {b} .




Q-Addition d'une fonction affine et translation

Soit
. fz(x) = f, (x) + {xy B> = ‘Pb
rec 'héG et @é lR . Alors

g, () = s Ccxryy = £,(x) ~ & b5+ B )
= Pa s [Gyy-b>-£(0)]
' xGF
= p + 9y (y - b)

est-3=dire que le graphe de 9 dans G x ﬂ{s'obtient en faisant subir au

raphe de g, la translation b selon G et la translation 55 selon ﬂ{:
) Multiplication par une constante positive,
Soit

fz(x) = }\ f1 (X)
. X\ est une constante >0 . Alors }

g9,(y} = up [<xy yo = At (x)]

Nsup [ {x, 1)-\3/> ~ £, (x}]

x &F

K 9 (1}’\ ‘/)

H

Hemothétie
Soit ™A G_ﬁl, nen nul (mais de signe quelconque), et o

£,(x) = £,( 6x)

ors ¢

g ,{y) = sup [ <&y £4(Xx)]

y en substituant 4 1'indice x 1l'indice x! = (Xx qui parcourt F lorsque x

rcourt F :

g {y) = e [<%{x', y? - £(x")]
g, (L v)
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g) Duale d'une enveloppe supériecure.
Soit (fi)i €1
1tensemble des minorantes affines continues de la fonction fi' Si l'intersection

une famille quelconque de fonctions c¢si. On note J%)i

(W vwbi n'est pas vide l'envelopne supérieure de cet ensemble de fonctions
jel
affines continues est une fonction csi, soit f . C'est la plus grande fonction

¢si minorant trmtes les f, ; c'est donc aussi la réqulariésée csi de l'enveloppe

i

inférisure inf fi (cf. égif ). Pour trouver la duale de f il suffit de
' 1 £1

remarquer qu'une fonction affine c¢ontinue sur F ¢

B

minorer f s8i et seulement si elle minore chacunedes fi . Donc (Cf. é 7)

la condition @

{2 aly)

équivaut &
YV i&1 D{;;g.l(y)

Par conséquent

i

gly) = suwp g,(y)
i€l

g est l'enveloppe supérieure des . S1 cette envelopne supérieure est égale a
jo 94

+ oo partout sur G, c'est qu'il n'existe ovas de fonction affine continue minorant.

toutes les %‘ , autrement dit, que inf fi ne possdde pas de régularisée esi.
, 1€1
h) Transmuée de 1'addition

La somme f = f1 + f2 de deux fonctions csi est une fonction csi, La dualei”*
g (si f n'est pas partout infinie) est une fonction csi sur G qui résulte

des duales g, et g, Ppar une loi de composition non claséiﬁue.

Cette loi de composition, évidemment commutative et associative, sera dtudide dans
un autre exposé.

Y9 - Fonctions positivement homogdnes et fonctions indicatrices

On dit usuellement que f est positivement homogéne (sous entendu : de

degré 1) si, pour tout r-L-‘?O et tout x&F ona ¢t

- £ (%~x) = f(x)




bn suppose que f ast une fonction csi ; pour qu'elle scit positivement homogéne,
41 faut et il suffit, d'aprés le ‘%8 e, que la fonction duale g possdde la L

propriété :
paly) = gly)

Clest-a-dire que g ne peut prendre que les valeurs O ou + co 1t clest la
fonction indicatrice d'un ensemble D, convexe fermé (puisque g est csi) .
Le %8 b montre alors :

- que ¢
£{0) = ~infg =0

- que la fonction ¢si positivement homogine f est bornée inférieurement si et
seulement si D contient l'origine ;3 alors inf f = 0. ,
On dispose ainsi de deux technigues pour décrire l'ensemble D, convexe
fermé queloonque de G @ soit par la fonection indicatrice kVD =g (description
"ponctuelle"), solt. par la fonction duale : . ‘ |
(9-1) f(x) = sup [<x, v>-gly) ] = sup <x, y>

Y& G vy &D .
Cette dernitre permet, comme on sait, la construction explicite de la famille des
minorantes affines continues de Wp =9 coont-A-dire des fonctions affines
continues qui sont £C sur D : cela revient donc & donner la famille des
demi-espaces fermés contenant D (description "tangentielle").

Soit, dans F :
C o= {x€F | £(x) €1}

ensemble fermé convexe (puisque f est csi) et contenant l'origine (puisque

f(O) = O)- D'apr‘es (9 - 1) cn & ¢ F

j»xéF%\ sup %, y‘>\<i’§ :

y&D o

lx ‘1 {x, y?» L1 pour tout yéD}

c

il

ce qui s'énonce classiquement en disant que C est l'ensemble polaire de D. ' B

11 est classique alors que l'ensemble polaire D! de C est 1'enveloppe - fiﬁ'.,.

convexe fermée de D U &33 , c'est-d-dire D lui-méme si . Oy < D. e Lo
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rauge

si {7 est, dans F , un ensemble convexe fermé non vide contenant l'origine,

i1 existe une fonction -tP et une seule possédant les propriétés suivanteq !

g{xéF \L?(x)\g. 1} = [

f

. O est csi, positivement homogine et bornde inférieurement.

En effet pour que LP possdde ces propriftés, il faut et suffit, d'aprés B
be quton a vu, que sa duale ] soit la fonction indicatrice d'un ensemble O de G, )
convexe fermé, contenant llorigine et admettant " comme ensemble polaire ;3 & est

pien défini par 14 : c'est l'ensemble polaire de ™, Il est facile de construire
ditectement cette fonction LP :+ pour tout k & [ O', + 00 [ , notons k I

) fimage del” par 1'homothétie de centre OF’ de rapport k, et,conventionnellement,

hotons {+ oo )" = F.

Alors, pour tout x & F :

YP(x) = inf {F &l 0, + 00 ] ' kD x}.
La fonction LP est usuellement apnelée Jauge de l'ensemble r1(convexe contenant

1'origine).

Cénes mutuellement polaires

Notons en fin qu'une fonction indicatrice sur F peut &tre positivement
homogéne‘: c'est alers la fonction indicatrice d'un cbne de sommet OF : 81 la
fonction est csi, ce cfne C est convexe fevmé. D'aprés ce qui précéde, la fonction
duale posstde exactement, les mfmes propriétés : c'est la fonction indicatrice
d'un cbne convexe fermé D , de sommet OG .
Chacun des deux cBnes est ltensemble polaire de l'autre :
C = ixEF) sup {x, ¥v> é1} (gt vice versa)

y&b
mais cela équivaut aussi bien & :

C = {x & F j sup <x, ¥ $ O} (et vice versa)
yE&D - ‘

10 - Points conjugqués

Deux fonctions affines continues sur F, scient !

X =X, Yy? "'Oi/} el X e <X, YQ\/’ ...0(2 ’
sont comparables, au sens de la relation dlordre pour les fonctions numériques

définies sur F, si et seulement si y, =y, : on dira en ce ¢»s qu'elles sont

de méme pente.
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Soit f wune fonction csi, non partout infinie sur F, et g sa duale.
11 résulte du 57 que f posséde des minorantes affines continues de pente
donnée vy si et seulement si g(y) €+ 00 ¢ alors l'ensemble ordonné de ces
minorantes admet pour élément maximal la fonction x — X, YD - g(y)-.
Les fonctions de cette forme, vy parcourant 1l'ensemble Ey(&G laly) < + 003

sont naturellement aprnelées les minorantes maximales de f et f est visiblement

g¢gale 3 l'envelopoe supérieure de cette famille de minorantes particulidres.

Nous disons d'autre part qu'une fonction affine continue I, minorante

Vde f, est exacte au point xoG'F si l(xo) = f(xo). Toute minorante qui est
exacte pour un point est une minorante maximale ; par contre une minorante
| maximale n'est nas nécessairement exacte gquelque part, En outre f(x )<; + o
n'implique pas nécessairement 1'existence d'une minorante exacts au p01nt Xy

Pour que f posséde, au point xOG,F, une minorante affine continue exacte,

il faut et suffit gu'il existe Yo €« G tel que
(1o - 1) £x ) +gly,) = <x,,

Nous dirons en ce cas que les deux points X, & F et yoéi G sont
conjugués par rapport au couple de fonctions duales (f, g) Cela implique
évidemment que f(xo) et g(yo) sont 1'un et l'autre_iigig . D'aprés la définition
des fonctions duales, pour tout x dans F et tout y dans G, on a
f(x) + g(y);; {xy y> 3 il en résulte que (10 = 1) équivaut 3 @
(10 - 2) £(x) + aly )< &, v >

LTensemble des conjugués de X, s'écrit donc ¢

{YEG | gly) ~ x, y7 & - (xo)}

Comme y e gly) <XO, Y7 est une fonction csi, cet ensemble est convexe fermé

éventuellement vide (il est vide, en particulier, si f(xo) = + aa).

11 = Etude locale de la dualité

Supnosant alors qu'il existe une minorante de f exacte au point x

O,
4 savoir

1o = €%y vy = glyy) = {x=x, v,y + f(x)

on est amené 3 s'intéresser aux Aventualitéds particulidres suivantes i




1°) Si X, he posséde pas dlautre peint conjugué que Yoy 11 ntexiste pas d'autre 1
ninorante affine continue de f qui solt exacte en X .

n°) Si Y, ne sosséde pas dlautre point conjugué que  X.» la minorante 1 n'est
exacte en aucun autre point que LI clest-a-dire que la différence fx) = 1(x)
est strictement minimum en ce point.

On voit que ces deur éventualités sont duales 3 pour que f possede,

au point X s une minorante unique exacte - soit Y, & pente - il faut et suffit

que g posseéde, au point Ygr une minorante isolément exacte (dont la pente est xo)
Plus généralement, supnosons maintenant que f posséde au point Xy
une famille de minorantes exactes : ce sont les foncticons de la forme

X """""> é{i Y> - g(Y)

ou y parcourt l'ensemble ™ des conjugués de LN " est alors dans G un

convexe fermé non vide et dlaprés (10 - 1)

yeatb :;;_:>g(y) = <><O, vy - flx,)

ctest-a-dire que g est égale sur 1tétendue de [° & la fonction affine continue

Y <§O, v - f(xo). On peut dire que [ est une "facette" ou "plage de

lindarité® de la fonction g . Hors de Yﬂ , g est strictement supérieure & cette

fonction.

Réciprogquement, si g posséde une minorante (maximale) H ‘ ,; B
Y — /% o? Yy - f(xo) ;;--
qui se trouve &tre exacte en certains points de G, l'ensemble f‘ de ces points |

est convexe fermé et toutes les fonctions de la forme

x —> <x, v» - gly)

y parcourant [ , sont, sur F, des minorantes de f exactes au point X

_ o
L'ensemble | peut également &tre atteint de la manidre suivante ¢

1 Ramenons-nous par translation au cas ou X est ltorigine, c'est-a-dire que nous
posons (en supposant (x Y b ) s

fﬂ(x) = f{x + xo) -~ (xo) (done (O) = 0)

les minorantes affines continues de f exactes au point Xy correspondent
par cette méme translation, & des formes lindaires continues qui minorent f1. ;%.:j
Cette famille de formes llnealres, si elle n'est pas vide, a pour enveloppe #

supérieure une fonction LP 1 qui est la plus grande fonction csi p031t1vement 4  iff

homogéne minorant £, . La duale H ’
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st la fonction indicatrice d'un convexe fermé r1 : parmi toutes les fonctions
ndicatrices d'ensemble convexe fermé gui majorent 9y {duale de f1) ’ \0”"1

st 13 plus petite. Comme, dtaprés le @8 b, inf gy = -~ f1 (0) =0, r11 "est’

| 'fensemble des points ou 94 atteint sa borne inférieure O,

omme ¢
£(x) = f(xo) + 1, (x = xo')

ie <§8 d nous donne

aly) = g, (v) + Cxgo v> = £lx)

Ainsi P.' n'est autre que N , dont nous retrouvons toutes les propriétés,




pas

Note bhilblicgraphigue

_—-tem e Pttt Yt = —
. . . . P - B . "

L'idée des fonctions convexes duales o. trcuve 34jL, pour F =G =‘ﬁ§

dans S, MANDELEROJT, T ur les fonctions convexes, © ~vr hes-yondus de 1tAradénia

7 e i 2. e 1 Sk i AR AmA = R

. -

des Sciences , 200 {1639), p, 77 - 978 et, pour I =G = (A7 dans W. FENCUZL ;

On conjugate convex functions , Canadlan Jourpal of Math., 1 (1949) pe 73 =TT,
Noter gue ces nuteurs, ccnsidérant soulement das fonctions & valeure

finies, ne peuvent en général l=a définiz suxr l'espace entier. Le cas F =G = R

est d'ailleurs en relation étroite avec 1iind waﬂ*é de Young j volr sur ce point

E.F. BECKENBACH, R. BELLMAN, {Qiggglizggg, Springer 1961, p. 15 et M, A KRASNCSEL'
SKII, Ya. B. RUTICKII, Convex functiecns anc s Prliczepaces (traduit de la liére ed.

russe par L.F. Boron), Noordhoff, 1961, Chup, 1.

n
Dans la théorie de la progrimmation non lia¢aire on censiddre, sur R p

des fonctions conce-es conluguées, oo définitlon analogue ; voir i C. BERGE,
A, GHOUILA-HCORL , Pv-arammes. jeux et réseaun de trancport, Dunod, 1062, Ch=p, Z»

. . . - n
On notera d'alllieurs que “nt gu'll sleclt, sur . o= G = G\
1 ? y

de fonctions strictement conveics ( TSP uﬂClVE“) leLF entiables, la dualité niless

N

auire chose que la transformetion c¢> Leaerdoe, usuelle en théorie des éguaticns

PR AEEE A

aux dérivées pertielles, c'est-a~dirTe cncoro, en considérant les graphes des
- Nk " N
Uﬂ ia t“an ;o“mﬁfltﬂ rnar polaies "CClpjﬂﬂuCo relativencns A

’ N —— " i oW - C——

fonctlions dans

un hyperparahboloide de reyolutlon.




